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Eindige Element Analise van Gelamineerde Veselversterkte
Plate

J. van der Westhuizen* en J. J. van Wyk**
Universiteit van Stellenbosch

A C, finite element is formulated for the analysis of laminated anisotropic composite plates, based on

Mindlin plate bending theory with shear correction. A quadratic Serendipity element based on this formu-

lation is added to the ADINA finite element program and its numeric results are compared with other
elements and closed form solutions for laminated composite plates.

Simbolelys
a element-vryheidsgrade
A;  styfheid in plaatvlak
B;  koppelstyfheid
D;  buigstyfheid
E! Young se modulus
E;  skuifstyfheid
E;. algemene styfheidskoéffisiént
G skuifmodulus
h dikte van lamina
K17
K, dwarsskuifkorreksiefaktore
M, buigmoment per cenheidsbreedte
N vormfunksie
N;  krag per eenheidsbreedte
Q, lamina-styfheid
Q;  dwarsskuifkrag per eenheidsbreedte
t plaatdikte
u x-verplasing
v y-verplasing
w  z-verplasing
y dwarsskuifvervormingsvektor
¥;  skuifvervorming
I inverse van twee-dimensionele Jakobiaan
€;  normaalvervorming
0, rotasie-vryheidsgraad
v;  Poisson se verhouding
0;  spanning
1) veseloriéntasie
x krommingsvektor
voetskrifte
c plaat-middelpunt
L veselrigting
O  plaat-middelvlak
T rigting dwars op vesels
T dikte-rigting

Inleiding

Veselplastieke (veselversterkte saamgestelde materiale) word
oor die afgelope aantal jare al hoe meer toegepas in ingenieur-
strukture, veral in gelamineerde-plaatvorm. Die materiaal het
twee inherente voordele bo ander ingenieursmateriale, naamlik
(1) goeie spesifieke eienskappe soos byvoorbeeld 'n hoé sterkte
tot massa verhouding, en (ii) makroskopiese anisotropie wat
deur die ontwerper getooi kan word na die strukturele behoefte
van die spesifieke komponent/ontwerp, deur die veseloriéntasie
en laminasievolgorde te varieer.

Ontwikkeling en ondervinding van strukturele analise van ve-
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selplastiekplate toon dat die effek van dwarsskuif meer promi-
nent is as by isotropiese materiale. Die primére oorsaak hiervan
is die relatief lae dwarsskuifmodulus met betrekking tot die in-
vlak trek- en drukmodulusse. 'n Sekondére oorsaak is dat 'n
veselplastiek-plaat vir 'n sekere strukturele funksie dikwels dik-
keris as sy isotropiese (metaal) eweknie, as gevolg van laer abso-
lute sterktes en styfhede. Die Kirchhoff-Love kinematiese plaat-
buig-aannames wat plat vlakke loodreg op die middelvlak voor
vervorming, beperk om plat en loodreg op die middelvlak te
bly tydens vervorming, is dus onaanvaarbaar, omdat dwars-
skuifvervorming effektief tot nul beperk word. Mindlin plaat-
buigteorie wat genoemde plat vlakke slegs beperk om plat te
bly, is dus meer korrek omdat dwarsskuifvervorming toegelaat
word.

Die plaatbuig benadering van Mindlin is veralgemeen vir ge-
lamineerde anisotropiese plate deur Yang, Norris en Stavsky
[1], en etlike eindige element formulerings gebaseer op hierdie
benadering is al geévalueer. 'n Voorbeeld is die C, penalisasie-
element van Reddy [2]. Hy ondersoek lineére en kwadratiese
Serendipity-elemente sowel as die effek van integrasieorde.
Noor en Mathers [3] vergelyk die werkverrigting van 8 en 12
node Serendipity-elemente, 9 en 16 node Lagrange-elemente en
’n 4 node Hermitiaan-element. Opvallend is dat die 8 node Se-
rendipity-element beter reageer as die 9 node Lagrange-element
in die toetsvoorbeeld. Pryor en Barker [4] het 'n 7 vryheidsgraad
per node element ontwikkel wat volgens Whitney [5] se resulta-
te, bevredigend reageer. Die vryheidsgrade bestaan uit verpla-
sing, dwarsvlakrotasie en dwarsskuifvervorming. Lakshmina-
rayana en Murthy [6] het "n hoé orde driehoek element met 'n
middelnode geformuleer volgens die YNS-teorie. Hierdie ele-
ment is baie akkuraat, maar het 'n 45x45 styfheidsmatriks na
kondensasie en hoé orde afgeleides word moeilik hanteer by
randwaardes. Spilker et al [7 en 8] het 'n 8 node hibriede span-
ningselement geimplimenteer wat uiters akkuraat is, maar rela-
tief baie rekenaartyd verg.  Na evaluasie van die literatuur en
die sagteware-konstruksie van die ADINA eindige element pak-
ket, is beslult om ’n 8 node Serendipity-element (soortgelyk aan
die SQ8-element van Reddy [2]) gebaseer op die YNS-teorie, te
formuleer en te implementeer.

Om die element te veralgemeen is dwarsskuifkorreksiefakto-
re, K; en K, ingevoer. Die motivering hiervoor is dat die Mind-
lin-aannames lei tot 'n konstante dwarsskuifvervorming oor die
dikte van die plaat, terwyl dit onmoontlik is omdat ewewig op
die plaatoppervlak nul dwarsskuifvervorming daar vereis. Die
globale effek van die Mindlin-gegenereerde dwarsskuif is dus
foutief en word gekorrigeer deur K, en K,. Verskeie formule-
ringsbenaderings vir die numeriese bepaling van K; en K, is
gepubliseer, byvoorbeeld Chow [9] en Bert [10], [11] en [12].

Makromeganika van Gelamineerde Veselversterkte Plate

Die algemene lineére verband tussen spanning en vervorming
oy = Ej€u

kan vir die bousteen van 'n gelamineerde plaat, dic ortotropiese
lamina, vereenvoudig word na
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Figuur 1 — Rotasies
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(Sien Bylae A vir die toepaslike vergelykings vir Q;)
Die veralgemeende Mindlin-benadering, wat grafies voorge-
stel is in figuur 1, lei tot 'n verplasingsveld

l.l(X, Y, Z) = UO(X, y) - Zax(x, Y)
V(X’ y, Z) = VO(X, Y) - Zey(xs Y) (2)
W(X, ¥, 2) = Wy(X, y)

met gepaardgaande vervormingsveld

(e} = [{Eo} = Z{X}] 3)
{7}
waar
(€ =lea € Y9y P ¥
{e,)" = [8u /ox  dv Joy (Gu,/0y + 0OV,/0X)]
{x}' =[-00,/0x — 00,/oy — (20, /cy + 00,/0x]
{yy' = [(6w/ox — ) (ow/dy — 0,)]

Die bydrae van al die laminas tot die plaat se styfheid word deur
spanningsresultante gelewer. Figuur 2 toon die plaatkonfigura-
sie en figuur 3 die spanningsresultate.

N; :J g, dz =12
MU=[ z0,;dz L J = 1,2 (4
Q, = — o, dz i=1.2

i j=3

Deur vergelyking 4 te kombineer met vergelykings 1 en 3 volg

(N,) [Au A A By By By )
NY)’ AZZ A26 BlZ BZZ B26
NXY A66 B16 BZG B66
M, = Sim. D;; Dy, Dyg €,
Myy Dzz D26 y 4
M, Des .
sz E44 E45
~.Qyz J L o Eis Ess )
of
N A B O €, (5
M|=|B D O x
Q O O E y
met
Ay = z (Qij)k (he,, — h) ,j=12,6
k=1
B, = %Z(Q;)k M., —h) Q=126
Dij _% z (Qu)k (hk+l - 1~_] =126
E; = Z Qi (hyoy — by iLj=4.5

k=1

Met behulp van skuifkorreksiefaktore word vergelyking 5 aan-
gepas om die effek van skuifdeformasie beter te modelleer.

[E] = |:Ki Ey

KIKZE-tS}
K KLEys

K3 Ess
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Figuur 3 - Spanningsresultante

Eindige Element Formulering

Die isoparametriese kwadratiese element, getoon in figuur 4,
volg die Serendipity-vormfunksies

(I + &) + n)—=1 + &, + n,)/4 vir hoeknodes
(1 — &)1 + #,)/2 vir midnodes met & = 0
=+ &)1 — 1»)/2 vir midnodes met 7, = 0

&&, n, = nn, met i die node-nommer

Ex -1

X, U

Figuur 4 — Die isoparametriese Serendipity-element

dus
wm%QW=ZNMmm&M
i=1

Membraanvervorming word gegee deur
{e} = [BE] {a} (©)
waar

(BE] = [Dy] [di] [B,]

0 0 O
0 0 0 1
I 1 0

3

[Dl] =

[d] = [

fen}

N
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Die Element-Styfheidsmatriks

Vir hierdie twee-dimensionele eindige element word die interne
vervormingsenergie per eenheidsarea gegee deur

U, = 1/2{NJH{e,} + 12 {M}JT{x} + 1/2{Qi"{»}

met inagneming van vergelykings 5, 6, 7 en 8, volg

U, = 1/2{a" ((BE]"A] [BE] + [BEJ'[B][BB] + [BBJ'[B] [BE]
+ [BBJ'[D] [BB] + [BST'[E] [BS]) {a}

Die styfheidsmatriks kan nou bepaal word via die bekende va-

riasie-tegniek as

k] = I '[([BE]T[A] (BE] + [BE]'[B] [BB] + [BB]'[B]
(BB]+[BBJ'[B] [BE] + [BB]'[D] [BB]

+ [BS]'[E] [BS]) dA ©)

Numeriese Resultate

’n Eindige element volgens vergelyking 9 is geimplementeer as
element COMPL in die ADINA eindige element pakket en ver-
gelyk met analitiese en eindige element oplossings van [3], [6] €

(8]. :
Ingeklemde plaat (¢ = 45°):

E, = 206 GN/m?
E; = 5,1 GN/m?
v = 0,25
G, = 3,1 GN/m?
Gy = G = 2,5 GN/m?
K, =K,=1
slankheid = 0,01
breedte = lengte = 10 m
belasting = 100 N/m?

Die analitiese oplossing [6] is 'n middelpuntverplasing van w,
= 3,1543.107* m.

Tabel 1: Eindige Element Resultate vir 'n Ingeklemde (¢ = 45°)
Plaat

Element w, (m) % fout | % fout
verdeling COMPL COMPLTRIPLT
4 x 4 2,2892.10~* 27,0% | 37,0%
6 x 6 2,9184.10* 8.0% | 14,0%
8 x 8 3,0819.107* 2,3% | 3,6%

10 x 10 3,1184.10°* 1,1% -

12
[Bl] =
4 x40
'N] ENZ FNS 0 0 I
AT
N, 0N, N
on &y oy
0N, N, N,
4 eeoee
o - — -
ON; 0N, 0Ny 0
L an on " oy
{alT = [Ug, Uy ... Ugg Vo -+ Vog Woy ooe Wog Oy oo O 0, ... O,
Buigvervorming: word gegee deur
iy} = [BB] {a} 0
waar
[BB] = —[D,][di] [B]
[Bz] =
4 x40
N, 0N 0 )
o T o
on oy
N, GINA
o o0&
AN AN
0 0 o, N,
L an an J
Skuifvervorming word gegee deur
{y} = [BS] {a} ®)
met
[BS] = [Ds] [d3] [Bi]
10 | 0
[Ds] = [0 1o —1]
r o
[di] = [0 1‘\
[Bs] =
4 x40
N, Ny 1
A
0 ~ _ 0 0
N, R
oy cn
0 0 A A 0
L0 0 0 N, Ny U

Opgelegde plaat [(0/90),/0];:

Nege lae is gemodelleer, elk met 'n dikte van 0,011 m en 'n
plaatslankheidsverhouding van 0,01. Dieselfde materiaal as vir
die ¢ = 45° ingeklemde plaat is gebruik en die analitiese oplos-
sing [6] is w, = 8,7054.107* m.

Tabel 2: Eindige Element Resultate vir 'n Opgelegde Plaat
[(0/90),/0],

Element verdeling w, (m)
4 x 4 8.5956.10°*
6 x 6 8.6160.107*
8 x 8 8.6173.10~*
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Opgelegde plaat [—5/5]:

E, = 275.792 GN/m? (40 x 10° pvd)
E; = 6.895 GN/m? (1 x 10° pvd)
Ut = 025

Gy = 3447 GN/m? (0.5 x 10° pvd)
Gor = G, = 2,758 GN/m?

K, = K, = 091

slankheid = 0.02

dikte van elke laag = 0,0254 m (1 duim)

drukbelasting = 689 kN/m? (100 pvd)

resultate vir middelpuntverplasing [6] en [8]:

klassieke laminasieteorie = 15,037 mm

TRIPLT (6 x 6) = 15392 mm

MLP3K = 15,469 mm

COMPL (8 x 8) = 15,369 mm
Gevolgtrekking

Die COMPL-element berus op 'n eenvoudige formulering, is
ongekompliseerd om toe te pas, en vergelyk numeries goed met
ander elemente wat vir dieselfde doel ontwikkel is.

Die effek van dwarsskuif en dinamiese uitbreiding word ver-
der ondersoek.
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BYLAE A: VERGELYKINGS

Figuur Al is van toepassing.

Qi = ¢*Eun + 26%%En, + $°Eng + 45%¢?Epa;

Qi = ¢2%Eyy1; + $°Enig + C*Egy + 52¢2Epn — 45°C?Epan

Qis = s¢®Eun + scEiz — s¢Enz — s%¢Eam,
+ 2sc(—c? + s)E

Q2 = S*Eninn + 28%¢%E; + By + 45%CEpn

Qz = s°cEun + ¢*En — $3cEnz — ¢Ea
+ 2sc(c? — sH)E 1,

Qss = $%c*Eiinn — 28%¢?Eqy + s%¢2E,
+ (c* — 2s%c? + sYE 1

Qi = Eisis + $%Egs

Q4S = B33 — csEjaps

ss = $?E1a13 + C?Eaags

cos ¢
sin ¢

v o
I

Ein = EJ/(1 — viyrug)
Ei/(I — v un)
Enz = v7E(1 — vrog)
Enzz = vieEr/l — vrvgy)
Emz = GLT

Ems = GLT'

Ezs = Grr'

Ezzzz =



